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ΘΕΜΑΒ

Β1.      h fog g fA A x A και g(x) A (2, )

αφού x 2 και g(x) 1

  x 2 1 1

 x 2 0

 x 2 0

x 2

        

       
1
2

h(x) (fog)(x) f(g(x)) 2ln(g(x) 1) 2ln( x 2 1 1)

12ln x 2 2ln(x 2) 2 ln(x 2) ln(x 2)
2

B2.H συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη γιατί είναι σύνθεση

παραγωγίσιμων συναρτήσεων και ισχύει

      
 
1 1h'(x) (ln(x 2))' (x 2)' 0

x 2 x 2
αφού x 2

Άρα η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα, άρα 1 1είναι

δηλ.αντιστρέψιμη

    
    

x 2 x 2 u 0
lim h(x) lim ln(x 2) lim lnu

όπου

  
            

x 2 x 2
u x 2 lim u lim(x 2) 0 και x 2 u x 2 0 u 0

  
    

x x u
lim h(x) lim ln(x 2) lim lnu



όπου

  
       

x x x
u x 2 lim u lim (x 2) lim x

Αφού η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής ως
παραγωγίσιμη στο  hA (2, ) έχει σύνολο τιμών

 
        1hxx 2

h((2, )) (limh(x), limh(x)) ( , ) A ( , )

         y yAν h(x) y ln(x 2) y x 2 e x e 2

Από    1h(x) y x h (y) οπότε ισχύει   1 yh (y) e 2

Η αντίστροφη συνάρτηση έχει

πεδίο ορισμού    1h
A ( , ) και τύπο   1 xh (x) e 2

B3.Aφού x 2 στο όριο εννοείται x 2

Πρώτα θα βρούμε

    


   
  

DLH

x 2 x 2 x 2

(x 1)'
ln(x 1) 0 1x 1lim ( ) lim lim 1
x 2 0 (x 2)' x 1

Άρα

 



 

 



 


    

 


   



        



x 2 x 2

x 2

x 2 x 2

f(x) 2ln(x 1)lim[h(x) ] lim[ln(x 2) ]
x 2 x 2

ln(x 1)2 lim[ln(x 2) ]
x 2

ln(x 1)2 lim lim[ln(x 2) 2 1 ( )
x 2



ΘΕΜΑΓ

Γ1.Πρέπει

  

 


     



     



3

32

2x x x

3 3

3 3x x

κx μx
f(x) κx μxx 1lim 0 lim 0 lim 0
x x x(x 1)
κx μx κxlim 0 lim 0 0
x x x



Ο τύπος της συνάρτησης γίνεται


2

μxf(x)
x 1

Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο αφού είναι πηλίκο

παραγωγίσιμων στο συναρτήσεων

    
   

 

2 2

2 2 2 2

x 1 x 2x x 1f '(x) μ μ
(x 1) (x 1)

Αφού η εφαπτομένη στη fC στο σημείο O(0,f(0)) είναι η ευθεία y x

τότε ισχύουν f(0) 0 (προφανώς) και


     


2

2 2

0 1f '(0) 1 μ 1 μ 1
(0 1)

Γ2. Ο τύπος της συνάρτησης γίνεται 
2

xf(x)
x 1

για x

Ο τύπος της παράγωγης συνάρτησης γίνεται

 




2

2 2

x 1f '(x)
(x 1)

για x

i.Aν
  

         


22 x 1 0
2 2

2 2

x 1f '(x) 0 0 x 1 0 x 1
(x 1)

    | x | 1 1 x 1

Η μονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης φαίνονται στον πίνακα



   

   

   


   


2 2x x x x

2 2x x x x

x x 1ii. lim f(x) lim lim lim 0
x 1 x x
x x 1lim f(x) lim lim lim 0

x 1 x x


   

 2
1 1f( 1)

( 1) 1 2
και


   

x 1

1f( 1) lim f(x)
2

λόγω της συνέχειας

της συνάρτησης στο 1

 
2

1 1f(1)
1 1 2

και


 
x 1

1f(1) lim f(x)
2

λόγω της συνέχειας της

συνάρτησης στο 1

Η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο   1Α ( , 1] και συνεχής
άρα έχει επιμέρους σύνολο τιμών


   1 x

1f(A ) [f( 1), limf(x)) [ ,0)
2

Η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο  2Α ( 1,1] και συνεχής
άρα έχει επιμέρους σύνολο τιμών


  2 x 1

1 1f(A ) ( lim f(x),f(1)] ( , ]
2 2

Η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο  3Α (1, ) και συνεχής
άρα έχει επιμέρους σύνολο τιμών

 
 3 x x 1

1f(A ) ( limf(x), limf(x)) (0, )
2



Το σύνολο τιμών είναι    1 2 3
1 1f(A) f(A ) f(A ) f(A ) [ , ]
2 2

Παρατηρούμε ότι αν

           2 2 21 1 1 1 1 1 1α [ , ] α α 0 α 0
2 2 2 2 2 2 4

Άρα αν  α 0 τότε  2 1 1α [ , ]
2 2

και η εξίσωση   21f(x) α
2

είναι αδύνατη

Αν α 0 τότε η εξίσωση 
1f(x)
2
έχει μοναδική λύση x 1

Γ3.i.Παρατηρούμε ότι
    

     
      

1 1 1 12ν 1 2(ν 1) 1 2ν 1 2ν 3

ν ν 1 2 2 2 2
0 0 0 0

x x x xΙ Ι dx dx dx dx
x 1 x 1 x 1 x 1

   
 

   
     

1 1 12ν 1 2ν 3 2ν 1 2 2ν 2
2ν 1 1

02 2
0 0 0

x x x (x 1) x 1dx dx x dx [ ]
x 1 x 1 2 ν 2 2ν 2

      
 

   

  
1 1 1

2
0 2 2

0 0 0

2 1
0 0

x 1 2x 1ii.Ι dx dx [ln(x 1)]'dx
x 1 2 x 1 2

1 1 ln2[ln(x 1)] ln2 Ι
2 2 2

Αν ν 0 η σχέση που αποδείχτηκε στο Γ3.i. γράφεται


      0 1 1 0 1

1 1 1 ln2Ι Ι Ι Ι Ι
2 2 2

Αν ν 1 η σχέση που αποδείχτηκε στο Γ3.i. γράφεται

   
         1 2 2 1 2

1 1 1 1 ln2 1 2 2ln2 2ln2 1Ι Ι Ι Ι Ι
4 4 4 2 4 4



ΘΕΜΑΔ

Δ1.H συνάρτηση g είναι συνεχής στο αφού είναι παραγωγίσιμη

Θεωρούμε συνάρτηση h : με τύπο  h(x) g(x) x

Η συνάρτηση h είναι συνεχής στο γιατί είναι άθροισμα συνεχών

στο συναρτήσεων, άρα η h είναι συνεχής στο [ 1,0]

 h(0) g(0) 0 αφού για κάθε x ισχύει g(x) 0

    h( 1) g( 1) 1 0 αφού για κάθε x ισχύει    g(x) 1 g(x) 1 0

  h(0) h( 1) 0 άρα από το Θ.BOLZANO υπάρχει ένα τουλάχιστον
 1x ( 1,0) ώστε    1 1 1h(x ) 0 g(x ) x 0

Η συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη στο γιατί είναι άθροισμα

παραγωγίσιμων στο συναρτήσεων

  h'(x) g'(x) 1 0 και συνεχής αφού g'συνεχής στο

Η h' διατηρεί πρόσημο στο , οπότε η συνάρτηση h είναι γνησίως

μονότονη άρα η εξίσωση h(x) 0 έχει μοναδική λύση οπότε
το  1x ( 1,0) είναι μοναδικό

Δ.2.H συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
π( , )
2

άρα είναι

παραγωγίσιμη στο 0 άρα ισχύει
  

 
 

 x 0 x 0

f(x) f(0) f(x) f(0)lim lim
x 0 x 0

    

 
   



2

x 0 x 0 x 0

f(x) f(0) x (g(x) x)lim lim lim[x(g(x) x] 0
x 0 x

ξέρουμε




x 0

ημxlim 1
x

και

=
      

    
x 0 x 0 x 0 x 0

ημx
εφx ημx 1 1συνxlim lim lim lim 1 1
x x x συνx συν0

        

  
    


   

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

f(x) f(0) 2ημx εφx κx) ημx εφx xlim lim 2 lim lim κ lim
x 0 x x x x

2 1 κ 3 κ



Αφού
  

 
     

 x 0 x 0

f(x) f(0) f(x) f(0)lim lim 0 3 κ κ 3
x 0 x 0

Δ3.i.Ο τύπος της συνάρτησης   f(x) 2ημx εφx 3x για  
π0 x
2

Ο τύπος της παράγωγης συνάρτησης γίνεται

 
    

     
 

3 2

2 2

3 2 2 2

2 2

1 2συν x 3συν x 1f '(x) 2συνx 3
συν x συν x

2συν x 2συν x συν x 1 2συνx(συνx 1) (συν x 1)
συν x συν x

      
 

2 2

2 2

2συν x(συνx 1) (συνx 1)(συνx 1) (συνx 1)(2συν x σ υνx 1)
συν x συν x

   
 

     
  

2

2

2

2 2

(συνx 1)(2συν x 2συνx συνx 1)
συν x

(συνx 1)[2συνx(συνx 1) συνx 1] (συνx 1) (2συνx 1) 0
συν x συν x

Άρα η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα για  
π0 x
2
οπότε αν

      
πx 0 f(x) f(0) f(x) 0 για 0 x
2

ii.
 

 

    
π πx x
2 2

lim f(x) lim (ημx εφx 3x)

Η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο π[0, )
2

και συνεχής άρα έχει

σύνολο τιμών 


  
πx
2

πf([0, )) [f(0), lim f(x)) [0, )
2


π πf([0, ))
3 2

άρα υπάρχει 2
πx [0, )
2

τέτοιο ώστε 2
πf(x )
3
και αφού η

συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο π[0, )
2

το 2x είναι μοναδικό

Δ4.i.Από το Δ1. είχαμε ότι η h' διατηρεί πρόσημο στο

Αν h'(x) 0 για x τότε η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα



    1 1x 0 h(x ) h(0) 0 g(0) άτοπο

Άρα η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα οπότε

        

 
1 1

1

x x 0 h(x ) h(x) h(0) 0 h(x) g(0)
h(x) 0 για x [x ,0]

Αλλά για  1για x [x ,0] ισχύει   2f(x) x h(x) 0

ii.Προφανώς

 
2

1

f(x )

x

Ε(Ω) | f(x) |dx αλλά το πρόσημο της συνάρτησης είναι γνωστό

από τα Δ3.ii. και Δ4.i. και f(x) 0 οπότε   
2

1 1

π
f(x ) 3

x x

Ε(Ω) f(x)dx f(x)dx

Από τα ισεμβαδικά χωρία έχουμε  
1

π
0 3

x 0

f(x)dx f(x)dx

        
1 1 1 1

0 0 0 0
2 2 3

1
x x x x

Ε f(x)dx x (g(x) x)dx x g(x)dx x dx

       1 1

1 1

0 03 4 3 3 4
0 0 1
x x

x x

x x x x x( )'g(x)dx [ ] [ g(x)] g'(x)dx
3 4 3 3 4

1 1
             

1 1

0 03 4 3 4
3 31 1 1 1

1 1
x x

x x x xg(x ) x g'(x)dx ( x ) x g'(x)dx
3 3 4 3 3 4

1 1
      

1 1

0 04 4 4
3 31 1 1

x x

x x xx g'(x)dx x g'(x)dx
3 4 3 12 3

          
π π π π

π23 3 3 3
3

2 0
0 0 0 0

ημx xΕ f(x)dx (2ημx εφx 3x)dx 2 ημxdx dx 3[ ]
συνx 2

     
π π 2 2
3 3
0 0

π π2[ συνx] [ln | συνx |] 1 ln2
6 6



1
       

1

04 2
31

1 2
x

x πΕ Ε x g'(x)dx 1 ln2
12 3 6

     
1

04 2
31

x

x πx g'(x)dx 3 3ln2
4 2

    
1

0 4 2
3 1

x

x πx g'(x)dx 3ln2 3
4 2


